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ε̇ = 2.7 ∗ 10
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� ~�}C~�� &{�g�"~�¬ �
«g¤"�"�ª��¢ ¨ «�������}�����}/¬�¬�� ����¤
�A¢ &{¤
��}/��«g}/� ~ ���¦«"}A� ' ..� �#� 0�} �h� ��� �&«g}/�F�{}A�"�"��} ���v� � ~�� �
«g~�� ��}/~�� ���"� ���"��~��
� � ~�} ~�� ��~�¬�« ��¢ $��A¤ ��}/�"}A� ~ ���W¢h� ~�}���}!�.}A� ��}/�����¤"�"�.¤"�"«��{}/�"�g�����}/� �
���"� ���"��~�� ��}/~��
¬ ������� ��~��v� ������~�¬�« ��¢ § ���v�"}A� ����~����v� }/����}A�"�"}/��¢ � � } ��~�� �~�}A���w}A~��"} �"}A�����~ �
� } �¦}����v� � ~��"«"~�����}/~ � ��}/� �����"«"¬�~��v�
��}/~ � S «"}/� £*¬�~�} � �������"�h¤"�"�
�h«¢ �¢g«g~�}¦£*¬�~�} � �������"�h¤"�"�
�g~�� ��� ~�����} ���v�"�����
���}A� ��}/��}/~��v�g}/� ��� ���.}A� ��}/�����¤g� ¤"�g« ����}/~���}/�"«"}A�  w}A�� � ����¤"�"��� �
��}����v� � ~��"«"~�����}/~ �F��� � � �����~�� �.¥6§!$�¨ �=¢ �.�������{� ����«"~�}�£*¬�~�}�� �������"�h¤"�"� � ~�}�~��I��~�¬�«I�0¢ §
�g��}A� «"}/�r�{}A�"�"��} ���v� � ~��g«"~�� ��}/~ ����}/~ � }/�����v�"~�}/«"}A�"}/� �.}A� ��}/�����¤"��}/�o��¤� � � � }/����}/�g�h�
����� ��«������ «g~�} �¦}����v� � ~��"«"~�����}/~ � ��}/� �����"«"¬�~��v�
��}/~ � S «"}A� £.¬�~�} � ���"���"�h¤"�"�¦�h¤"�w~��r}A~��"}A�



���������
	���� ��� 	����	��
�	���� � � �� 	��������	� 	��	� 	 � ��� ¥�¥

&{�"�g~�¬�«g¤"�"����¢ ¨�� ��}/� ��}A�����¤"����g� ���"��~�� ��}A~��J«g}��3' .�� �#� 0�}������

��}/����}/�g�A�}A� ��}/��}/~��v� ��� �O�{}A�"�"��} ���v� � ~��g«"~�� ��}/~ �J¤"�"« ��}/� ��}/��i�¤"� �"}/�����~ � � ~���« � � � �
��}/~)��~�¬�� T0 < T5

¢���}/~ ��}/� ��}A�����¤"��}A� �h¬�}A~��"}A�C��¬�� T0
¤"�"«&��� /���}/����¬ � T5

�"�"«"}A�C}/~��"}
�g}/��� /�� ��¬�~��v�"} �"¬ ��� �~ ���v�"}  w}A�� � ����¤"�"� � �v�����W¢ � �o«"}/�o��}A��}A~��v�"}A� ��� � T0 < T3

¤"�"«

T3 < T5
� }A��� ~��"«"}A��� ��~��v� S ¤"�"« }��¦����~����¦« *0����� ~����v�"} ��}A���i��¬���}/��¤g�"����¤� ¢ � � ~����v�"}/�

T2
¤"�"« T4

� ~���« S �g}/������~ � ¤"�"« «"~�}�« *0����� ~����v�g}#��}A������¬��}A��¤"�g��« � ��~��"~�}A���{«"}/� �"¬�� �
� �~ ���v�"}A�� w}A�� � ����¤"�"� � ��� �������"���
����� �A¤"�¡��¤������}A��}/��«"}�� ' .�� �"� 0�}���� � Y�"�"� �W¢

& ¤
��}A��«"}A� � }/���
��¬�� ��~��v� «"~�} �0��~���~����v�g}s�{}A�"�h¤"�"�r��}A~�«g}/��«"}A� ' .�� �"� 0�}���� ��¤������~ ��� � ~�}
~�� ��~�¬�« ��¢ ¥6�g¢��{~�} �h��~���~����v�"} �{}/�"�h¤"�g�ª� ���"��� ��� � «"}A�F�{}/�"�g�����} ����}/�F��¤"�v� ��� � «"}/�
��}/� ��}/��i�¤"�)���¢���}A~"��� � ��}/�r�{}A�"�"�����}A��¤"�g« ��}/��~��"��}A� �.}A� ��}/�����¤"��}/� �����}A~����w«g~�}	�h��~ �
��~����v�"}��{}/�"�h¤"�g����~ � �����v�
��}A�"«"}A�J�{}/�g�"�����} ¤g�"« � ~��� w}A����~��"��}A��¤"�g��«g}/� �.}A� ��}/�����¤"�A¢
� ~�}�� � ~���«���¬ ��� � ������¬�}��� w}A������¬ �}A�C��}/�A}/~��v�g�"}/�¢ � �f� }/��}A~��v��� � �"}A� �.}A� ��}/�����¤g��}/��¤"�"«
�g~�}/«g��~���}/�J�{}A�"�"�����}A���"~��"��}/��}/�  ��¬�¬ ��«"~�} �0��~���~����v�g}C� }/�"�h¤"�"����}A~ ����}/~���}/�"«"}A���{}/�"�g�� �
��}�¤g�"« `��¬�¬�}A�"«"}/� ��}/� ��}A�����¤"����«"~�}�� � ~���«8~�� � }/����}��  w}A������¬��}A�8��}A�����"��� � � ������~��8¤"�"«
�¦¤"�g~�� �¥W§�§ � �L¢
� ~�} ��~ �0� � ��� � �"~ ���v�"} 	 ������v�"} «"}�� ' .�� �#� 0�}��������*�g� �F¢*«g}/���"}/���i�~ � }/� �¦}����v� � ~��"«"~�� �
��}/~ � ��}A� �����"«"¬�~��v�
��}/~���«"}/��£*¬�~�}�� �������"�h¤"�"���.� ���"��� � ~��C«"}/�  w}A����}A��A¤"�"� ����} ��}A��¤"�"��}/�
�A¤
������ }/�¢���}A~*«"}A�� w}/����}A���/¤"�"��}/� � ~���«]��}/�g}/��}A¬�¬�� � ~ ���v�"}A� ��} � }/��¬�~��v�g}/� � � «"}A�{� � �
�g~�¬�}A� �
¤"�"«�¤"�h��} ��}A��¬�~��v�"}/� � � «"}A� �8��¬�« �%�
 w}/����}=��/¤g�"��}/�O¤g�h��}/�����v�"~�}/«"}A� �S��� � ��� }A�J��¬ ¢��
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&{�"�g~�¬�«g¤"�"����¢ $g���{}A�"�"��} ���v� � ~��"«g~�� ��}/~�������g� ���"��~�� ��}A~�� «"}�� ' .�� �"� 0�}���� �

������� �L¢�� }A������v���}=� � ��� �0¤g�O«"~�}  w}/����}A���/¤"�"������} � }/��¤"�g� ~�� }/~��g}/� �)~��
�h��~ �����¬�¬ � � � ��} �
� }/��}/� ��~��v��«g~�} Y��}A~�}/�� w}/����}A���/¤"�g��}/� � � ¬����"��} ���"~���«"~�} ��} ��� ��� ~��"«"}/���"~�����}A�]��¢ �{¢�«"}/�
�8��¬�« � }A����}=��A¤"�"��}A�I��¤�Y��}A����¬ �}/� � }/��«g}/�¢ � �ª«g~�}���}/� � �����}A�/}A~���~���«"}/��«"~�}  w}A����}A��A¤"� �
��}/�O��� «"}/� ��~��"«"}A���"~ ����}/� � }/���"������}/� �"¬�����}A��� ��~��v�?£���}A��«"��� � � }���� «"~�}  w}A����}=��A¤"�"��}A�
������� � ��}A�����"����}s� � �����}/¬�¬ � � � ¬���}/� � � ~�} ~�� &{�g�"~�¬�«"¤"�"�C��¢ ¥�¥ ��¤"� }/~�� �"~�}/«"��~���}A��}�� �)�"}A� �
��~�}/�g~ � }/��¤ �/¤ }/��¬ ���"��}/� ¤"�"« «"~�}�© �����"�h¤"�"�
��«"~�} �/¤"��� ��}/� � ~��"«"¤g�"�ª«g}/� � ~��"«"}/���"~�����}
��}/� /��~����	� ~���« � ����}/~��������¢��{}A� ' .�� �#� 0�}���� }/��� � �}A�h�{«"¤"���v���"¬+/���A¬�~��v�g}�� . � ��¬+/ ��}A�?«"}/�
Y��}/~�}/�  w}/����}A���/¤"�g� ��� � «"}A� � ~��"«"}/���"~�� ¤g�"« «g}/� ���"��}A¬ ����}A����}/�o£���}/� «���� � � }/�7¤"�"«
���
���v�"¬�~�} ��}/�"«g}�� � ~�}A«"}/��� � ¬�}A�?«"~�} ��}��! � �������"��} �/¢

� ~�}���}/�  � �������"� � ~���«�~��&{�"�"~�¬�«"¤g�"���0¢�¥�� � }A��«"}A¤g�¬�~��v��� �0~�� ��}A¬��v�"}A�������v� «"}/� � � «"}/¬�¬
��� � '.}/�g�"~��"� � '�}/�"�g~��"�
��¥W§�¨����*��¤
�w«"}/� � ���"� 1972 «"~�} � ~��h� � ��� � �g~����v�g}/� �w~���}/�����v���  �
��}/�7«"¤g���v�$«"~�} � ¤
������ }/�
��}A���/¤"�"�I«g}/� £*¬�~�} � �������"�h¤"�"�I��¤���«"}/��£*¬�~�}�� �������"�h¤"�"��«"}��
��}/~��"}/� � �i�}/��~ ��¬ � ¤g�"« }/~��g}/� �.}A��� F (ε̇) ��«g}/�s«"~�} �&}/�v�
��}/¬ � ~����h¤"�"� ��� �  w}/����}A���/¤"� �
��}/�?��~ � £���}A��«��i� � � }/�O��}/���"��� ��~��v����~�������� ~���~��?«���� � � «"}A¬�¬~��h��}/����~�}A��� � }/��«g}/�¢

σ = σ0 + F (ε̇). � �0¢ ���

� � & �"�"~�¬�«"¤"�g�¦��¢ ¥�� � ~���«�«"}A¤g�¬�~��v� ��«������
~���}A~��"}A� � }/�"�"�����}A�h��}A��}/~��v�r� � ~����v�"}/� ε̇1
¤"�"«

ε̇2
��}A~�� � �v���g~�¬�}A� � ¤
������"« }/��� � �}/���/¢ � �o«"}/� ��}A��}/~��v� �"~�}/«"��~���}A� �F} ���v� � ~��g«"~�� ��}/~ �}/�
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& �"�"~�¬�«"¤"�g�s��¢ §g��£*¬�~�}�� �������"�h¤"�g�s��¬ �*£�¤"�
����~ � �C«"}/�*�{}/�"�g��}����v� � ~��"«"~�� ��}A~��)��}/~ � }/�����v�"~�} �
«g}/�"}A� ��}/� ��}A�����¤"��}A�ª~�� ��}A��}A~��v��«"}��3' � � �} � ~�� �".�}W�������}A¬�~�}/� � 0�} ��� �

&{�"�g~�¬�«g¤"�"����¢ ¥6�g� � � ������¬�} ��¤"�"«�~�� � }/����}��! w}/������¬���}/��«"}/� �h��~ �~ ���v�"}A�ª� }/�"�h¤"�"�

���h¬�}/~��"}/����¬�� ε̇1
��¬�����}/��� ��~��v� £���}/� «���� � ��} ��� «g~�}  w}A����}=��A¤"�"� ���¢ � �$«"}/� ��}/��}/~��v�

� � �"}/� �F} ���v� � ~��g«"~�� ��}/~ �}/�&�Y��� / ��}/� ��¬�� ε̇2
� ��} � }/��� ��~��v�O«"~�}  w}/����}=��/¤g�"� ¤"�"��}A�"~��g«"}/� � �

«"� ��~�} ��~��v� ��� � «"}A�?£���}/� «���� � ��}A��¬ � ����}/¬ /���� �����/¢g�{}A�  w}A�� � ����¤"�"� ��� * �h¬�¤
��¬ ������� ��~��v�
«"����~ � � ~�}  � ¬���� ��}����v�"��}A~���}/� � «"~�}��{}/�"�g�����} ����}/~���� �"~ ���A¤"� �0��~���~����v�g}/� ')¤"�
��� & �
���"��~��"������¤� ')¤"�
����� �  ��¬�¬ � ~�� ���v���"~�¬�}/� � }/��}A~��v�?��¤ �«"}/� �h��~ �~ ���v�"}A� 'w¤g�
����� �/¤"���"���
¤g�"« ���g��~��g����«"���"� ��¤� «"}/� 'w¤g�
��� � � ��� � � � ��¤���«"}A� � * �h¬�¤
��}/���"}/¤g����}A��~��"���/¢ � �
¬������ � ��~��v�I}/����}/�g�"}/� ��«�� ���¦}/~��"} �{}A�"�"�����} ε̇ ~�� ��}/��}/~��v� ε̇1 < ε̇ < ε̇2

�g~�}/����¬ � � �v���"~�¬
~ ���/¢
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& �"�"~�¬�«"¤"�g�{�0¢�¥�¥�� � �h��}/�������~ � ��� � ~ ���v�"}A� �8��¬�« ��¤g�"« Y��}/~�}A�  w}A����}=��A¤"�"��}A� � � � � ~�} £���}/� �
«"��� � � }/�&�`��� � ��� }A����¬S¢ ��������� �

& �"�"~�¬�«"¤"�g����¢ ¥����  w}A��¬ ��¤��«"} � Y�"� «"}/� ' .�� �"� 0�}���� � }/����h� � � � �¬�~��v�"}/����}/~�¬��w«"}A��£*¬�~�}�� �
�������"�h¤"�g� £ (ε̇)



� ��� �	����� �

� � � ����� ��� ����� � ��
 � � � � � 	 ��
 ��


����� � :��
	O:/B H��
��:=@�?DF>AH � H�K�E*D����rK��
��� 	OH��
���?D�������� ��� @�E*B : �"!#� � �K�E.:�� � @$	OHJ>=>��

£.�"��«"}A� ' .�� �"� 0�}���� ��~��g« � }/�����v�"~�}/«"}A�"} � ���}A��~ ��¬�� � «"}A¬�¬�}�}A��� � � � Y}/� � � ��«"}/��¢ &{¬�¬�}/�"�
«g~��"� �C~�� � }�� �"~ ���"}A¤g�}O� � �v�$�"~��v��� ��}/¬�¤g�"��}/� �
��¤�Y����¤"�"«$«"}A��� ~��h� � ��� � �g~����v�g}/� � ~�� �
��}/�������"�g«"} «"}�� ' .�� �"� 0�}���� � � ��}/~��"}r� � �0� � ��� � �"~ ���v�"}A� �)~���}/�
���v��� ��}A� ��� ¬�¬���� ���"«"~�� �/¤
��}����v�"��}A~���}/�¢ �{~�}��g~����g}/� } ��~�� �~�}A��}A�"«"}/� � ���h� � ��� � �"~����v�"}/� � � � «"}/¬�¬�}?������}/� «�����}A��}/�
��}/~��"}/�3«g~���} ���}/� ��}/�A¤"� �A¤3«"}/� � ~��h� � ������¤
���¤g�/¢ �w~��"}/� �.}A~�¬����
��i����/¤"� � ~�����}A���"���!�
��~��v���~���¤"�"�C«"}/����~ �0� � ��� � �"~ ���v�"}A� �w~���}/�����v��� ���}/�O«"} � ' .�� �"� 0�} ��� �J�"~�}A�}=��«�� � �"� ��� � �
� }/� � ¬ � ��~����v�g} � � «"}A¬�¬ ��� � � �"���"�
� � �6� � ��� ~����r¤"�"« � ������~�� ���g~�}/� � ~���« «"~�}���} � � � «"}/¬�¬
~�� £ � ¬���}/�"«"}A���h¤"��� � �6� � ����~���� � � � «"}/¬�¬���}/�����"��� � � �����"� }A�{��¬ ¢���������¥ �=¢�� ~�}���}�� � � �
«g}/¬�¬�}/��¬���¤"�g� }A~��"}¦}A¬ ��� �~ ���v� � � ~ ��� � �"¬ � ���~ ���v�"}���} ���v�"��}/~��"¤"�"��«"}�� ' .�� �"� 0�} ��� �/¢

£.�"� «"~�}C��}����v�"��}A~��"¤g�"� «"}A� �¦~��g}/�����~ � � ~���«ª«"���  w}A�����v�"~�}A�"¤"�"� � Y}/¬�« u(x, t) � ��}A¬��v�"} �
��� � �s��� x ¤"�"« ��� � «g}/� � }/~�� t ���"� ���"��� �h��~ �w«"}/� �¦}����v� � ~��"«"~�� ��}A~�� � Y}/¬�« v(x, t) � � ~�}
 � ¬���� � }/���h�0������

u̇(x, t) = v(x, t). �`�g¢�¥ �

� ~�}F�{} ���"~���~ � �?«"}A���{}/�"�h¤"�g� ε ��¬�� �s��������"¬�}/~ �¤"�"� «g}/�  w}/�����v�"~�}/�"¤"�g� ¬ ��¤g�}=�

¥� 
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ε =
∂u(x, t)

∂x
. �S�g¢ ���

� ~�} �¦¬�}/~��v�"��} � ~��v��� ����}A«"~��"��¤"�"�r¬ ��¤��}A� ~�� �)~��g«"~�� }/�
��~ � �"��¬�}A�

ü =
1

ρ

∂σ

∂x
, �S�g¢ � �

� � ��}/~ ρ «"~�}F� ~��v���}F¤"�"« σ «"~�}�© �"���"�h¤"�"� ~�� �W¢

� ¤g�  w}A� ��� ¬�¬�� �����g«"~���¤g�"� «g}�� � ~+0�}/��}A���~ ��¬���¬�}/~��v�h¤"�g� ��� * � �}A� � Y�"� «"~�}  w}/�����v�"~�}A�"¤"�"�

u(x, t) ��}A� /���~���� ����� � � �v� � ���}A��~���¬���¬�}/~��v�0¤g�"��}/��¢ � � «"}A� �)¬������ � �  s~���� � �g¬ ��� �~��A~�� ���
�h¬�}/~��g}/�  w}/�  � ����¤"�"��}A�&~ ���F«"~�} ����¤"�"«g¬�}/��}/�"«"} & �"�����"� }r«"~�}r«"}A� � }/��¬�}/��¤g�"� ��� � «"}/�
 w}A���A}/����¤"�"� ε ~���}A~��"}A�ª}A¬ ��� �~ ���v�"}A� εe

¤"�g«ª}A~��"}A� �g¬ ��� �~����v�"}/� εp
& ���}/~�¬

ε = εe + εp.
�S�g¢ ) �

�{��� � �0� ��} ���v�"} �¦}���}A�� � � }/¬��v�g}���«"~�}r© �����"�h¤"�"� σ � ~��{«"}/� }/¬�������~����v�"}/� �{}A�"�h¤"�"��}A�

εe
�g��}A�J«"}/� �w¬�������~��A~����i� ��� � «"¤"¬ E � }/���h�0������ � ¬ ��¤��}A�

σ = E(ε − εp).
�S�g¢  ��

� ~�}F£*¬�~�}�����}/��}/¬ Y�g� � ¤"� � }A����¤"�v�"}�~ ��� ~�� � �W� � ��� ~����!� � � «"}A¬�¬ � ~�}  � ¬����J��}/��}/��}/�

ε̇p = ε̇o exp
(σ − σd

S
− P1Cs

)

. �S�g¢ � �

��~�}A����}/~���}����v�"��}A~��g� σd
«"~�}  w}/��Y} ����~���¤"�g� «"}�� � ����}/��~ ��¬ ��~��  � ¬���}�«"}A� �"¬ ��� �~ ���v�"}A�ª� }/� �

�h¤"�g�

σd = d1 + d2

[

1 − exp
(

−εp

d3

)]

. �S�g¢ ¨��

� }/~ εp = 0 � ~���« }/����~��v�h��¬�~��v� ��«������ d1
«"~�}r£*¬�~�}�������}/�g�/} «"} ��¤"� � }A�� � �����}A� � �i�}/��~ ��¬ �

«"����� �}/¬�¬��/¢



� � � 	����������
	��������������	 ��	������������! "�$#%�	��'&(�)�*�+# �-,.� �/�����0�1��2 � 	��3���!���%,4�$�	����5� ¥�¨

S ����}/¬�¬ �¦«"~�}r�{}/�"�g�����}/�"}A� ���"�"«"¬�~��v�
��}A~���~�� & �"� ���"��~�� ��}/~��F«g}/� �"¬�������~����v�g}/�&�{}/�"�h¤"�g�
«"���

S = s1 + s2
√

εp.
�S�g¢ $ �

� ~�} �¦¬�}A~��v�h¤"�"���g¢ $ Y�"��«"~�}¦�{}A�"�"��i�}/�g}/� �����"«"¬�~��v�
��}/~ �J~�� �	����}/�A~�}A¬�¬ Y�"��}/~��"} & ¬1� � � � ©0~
.�}A��~�}A��¤"�"�r} ����}/��~�� }/���}A¬�¬��}�� �~������ � � ��«"}/� � � �"���"�r}A� ��¬S¢ �������g¥ �L¢
� ¤"���v� «"}A� ��}/��� Cs

� ~���«I«g}/� ' .�� �"� 0�} ���C~��]«"~�} £*¬�~�}�����}/��}A¬.~����}/����~�}A���/¢��{~�}���}/�¦��} �
���v�"��}A~��g�{«"~�}  w}/�����"«"}A��¬�~��v�
��}/~��{«"}/� � � �g�/}/���������~ � �]«g}/�s£���}/� «���� � ��}����]«g}/�� w}A����}=�2�
�A¤"�"��}A�ª~�� &{�"� ���"��~�����}/~ � ��� ��«"}A� �g¬ ��� �~����v�"}/�ª�{}A�"�h¤"�"� εp

¤"�"«�«"}/������~��"����~�� } ta
¢

Cs =
(

1 − exp
[

−P2(εp)
α(ta)

n
])

Cm
�S�g¢ § �

� }I��� / ��}A� ta
~�� � ��«"} ��� � � ���"}/�?~�� � Cs

«"}A� ©������~���¤"�"� � ��}A��� Cm
¢ � � � �W� � ��� ~����!�

� � «"}A¬�¬w~�� ��«g~�}�����~��g����~�� } ta
��«"~�} � }/~ ��«"~�}�«g~�}�£���}/� «���� � ��}r�A¤ «"}/� � ~��g«"}/���"~�����}/�

«g~+0�¤"�"«"~�}/��}A�¢��{~�}¦�/}A~��¬�~��v�"}�� �"«"}A��¤"�"� «"}A� ����~��"����~�� } � ~���«?«"¤"���v�

ṫa = 1 − ta
tw

�`�g¢�¥W� �

� � «"}/¬�¬�~�}A���/¢"�{~�} ����~���~��"� ��~�� } tw
~ ��� «"~�}�«"¤"���v�
���v�"�g~�����¬�~��v�"}  w}A��� }/~�¬�«���¤"}A� «g}/� £���}/� �

«"��� � � }¦����«"}A����~��"«"}A���"~ ����}/�

tw =
Ω

ε̇p
, �`�g¢�¥�¥ �

Ω = ω1 + ω2(εp)
β. �`�g¢�¥6���

� ~�}�& �"� ���"��~�� ��}/~�� ��� � «"}A�F�{}/�"�h¤"�g�ª~ ��� Y�"� Ω � ~�}A«"}/��¤"�;} � ��}A��~�� }/����}/¬�¬.��} ����~�� ���
� � ��«"}/�¢

� ~�� «g}/� � �"~���}/� �F¬�}/~��v�h¤"�g��}/� ~ ��� «"}/� ' .�� �"� 0�}����¡}/~��"«"~���}A�
��~ � ����¬ ��� ¬�¬ ������� �
«g~��o��} ���v�"��~�}/��}/��¢{�s� � � ����}/��~ ��¬�� � «"}/¬�¬ }A���� ��¬ ��«g~�}  � ¬���}/�"«"}A� � �i�}/��~ ��¬ ����������}=�}A�
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E, ν, ε̇0, P1, P2, d1, d2, d3, s1, s2, ω1, ω2, Cm, α, β ¤g�"« n ���¢ �{~�}���} � }/��«"}/� ��¬ � � � � �
� �v���������g��}/� � ��� }/� � � � ��}/~���¢ �{¢�«"~�} & �"� ���g��~�� ��}/~ � ��� ��«"}A� � }/�"�"�����}F��}/~ d1,2,3

� }A� �
�"���v�"¬ � ����~����	� ~���«¢��{~�} �8}A����} Y�g��«g~�}���} '*��������}=�}A� ��~��g«�~����*����}/¬�¬�}F�g¢ �r��¤�Y��} Y�"�"� �W¢

����� 9 D�� 	 E.HJ:�	O:AB H��
��:=@���DF>=H ���?D���� � � � � @FE
B : �"! �
� ��K�E.: � � @$	OHJ>=>

� ~�}3£ � ����¤"¬�~�}/��¤"�"� «"}��7«g��}/~�«"~�� }/����~ � ����¬�}A� � �"���"� � � �6� � ����~����!�"� ������~�� � � «"}/¬�¬�~ ���
�����"�e���"��¬ � � �/¤"� }/~��"«"~�� }/����~ � ����¬�}A� � � «"}A¬�¬ ��¤�Y��}/�"��¤g�W¢��s���  w}A�����v�g~�}/�g¤"�"� � Y}/¬�«

u(x, t) ¤"�"«�«���� �¦}����v� � ~��"«"~�� ��}A~�� � Y}/¬�«
v(x, t) ��~��"«  � ¬���}A�"«"}A��������}/�O��}�� � �
��}A¬��

u̇(x, t) = v(x, t). �S�g¢ ¥6� �

� ~�} �¦¬�}/~��v�"��} � ~��v��� ����}A«"~��"��¤"�"�r¬ ��¤��}A�

ü = v̇ =
1

ρ
div (σ) , �`�g¢ ¥ ) �

� � ��}/~ ρ «"~�}F� ~��v���}F~�� � ¤"�"«
σ

«"~�}�© �����"�h¤"�"� ~�� �W¢

� ~�} �¦}�������«"}A�"�h¤"�"�
ε

ε =
1

2
(gradu + gradT (u)) �`�g¢ ¥� ��

� ~���«?~��?}A~��"}A��}A¬ ��� �~ ���v�"}A��& �h��}/~�¬
εe

¤"�g«ª}A~��"}A���"¬�������~����v�"}/� &{����}/~�¬
εp

�A}/��¬�}/���

ε = εe + εp.
�`�g¢�¥ � �

� ~�}�© �����"�h¤"�"�
σ

~���� «g¤"���v�ª«���� � �0� ��} ���v�"} �¦}���}=��



� � �  �*�'��� 	��1�����
	���������)�*��	�&(���*�+# �-,.� �/� �!� ����2 � 	��3���!�5�%,.�$�+	���� ¥6§

σ = C[εe]

= C[ε − εp]

�`�g¢�¥6¨��

��}/��}A��}A�¢�� � ��}A~«"}A��©0�}A~ ��� ��}/~ � ����}/�
� � �
C

��}/~~ � � ��� � ��}/� ��¬�~��"}W����}/¬ � ���~ ���v�"}A�  w}A������¬ �
��}/�

C = λI ⊗ I + 2GI
S

= KI ⊗ I + 2GP
2I

�`�g¢�¥ $ �

~ ���/¢ λ ¤"�"« G = µ ��~��"«�«�����}/~*«g~�} .����������v�"}/� � � �
��������}/��¢ G � ~���« ��¤"�v� ��¬�� �F¬�}/~ �2�
� � «"¤"¬*��}/�A}/~��v�"�"}A��� K «"}A� � � � �"��} ����~ � �
��� � «"¤"¬)��¬�� K = (3λ + 2G)/3 � I «"}A� �)~�� �
� �}A�
� � � 2. ©0��¤�Y}$¤"�"« IS

ijkl = 1/2(δijδkl + δikδjl)
«"}/� © *0� ��}=���~���~�}/��}/� 4. ©0��¤�Y}�¢

P2I = IS − 1/3I ⊗ I
~�� � }/~���'w� � ��}���� � ���
«g}/� ��}/«"}A� ��}/�
� � � ��}/~��"}/�o�{} � ~ ��� � �������}/~�¬

�A¤ � ��«"�"}A�

�{����~ �	� ~���«?«"~�}�© �"���"�h¤"�"� ~����¦¤"��}A¬1�w¤"�g«��{} � ~ ��� � �������}/~�¬�}¦�/}A��¬�}A���

σ(x, t) = λtr(εe)I + 2Gε
′
e, �`�g¢�¥W§ �

� }/� �"¬ � ���~ ���v�"}��{}A�"�"�����}A�h��}/�
� � �
ε̇p

� ~���«?«"¤g���v��«g~�} ')����g«g�¬ � � }/¤
��� �¦¬�}A~��v�h¤"�"�

ε̇p =
3

2

ε̇pv

σv
σ

′ �`�g¢ ��� �

��}�� �~�������� � � ��}/~
σ

′ «g}/� © �����g�0¤g�"� ��«g} � ~ ��� � � ~�� � ¤"�"« ε̇pv



� � �  �*�'��� 	��1�����
	���������)�*��	�&(���*�+# �-,.� �/� �!� ����2 � 	��3���!�5�%,.�$�+	���� ���

ε̇pv =

√

2

3
ε̇p · ε̇p,

�`�g¢ �0¥ �

� � � ~�} σv

σv =

√

3

2
σ

′ · σ′ �`�g¢ �����

«g~�} ��� � � � ~ ��} �! w}A����¬�}/~��v�
�����2/ ��}A� ��~��"«�¢

� ~�}F£*¬�~�}�����}/��}/¬�~ ��� «�����~ � ���"� ���"��~�� ��� ��«"}/� ��� � � � ~ ��} �  w}A����¬�}/~��v����«"}A�"�"��i�} ε̇pv

ε̇pv = ε̇o exp
(σv − σd

S
− P1Cs

)

. �`�g¢ ��� �

� ~�} �F�2/ ��}/� σd, S, Cs, ṫa, tw
¤"�"« Ω �"¬�}/~���}/�ª�"~�� ��¤�
«"~�} &{�"� ���"��~�����}/~ � ��� �]«"}A�  w}A� �

��¬�}/~��v�
����� / ��} εpv
� ��}A¬��v�"} εp

~��;¥6� £���¬�¬}/����}=��A������~ � «"}/���{} ���"~���~ � ��~�� }/~��"«"~�� }/����~ � �
�"��¬�}A� � �6� � ����~���� � � � «"}/¬�¬~�«"}A���~����v�

σd = d1 + d2

[

1 − exp
(

−
εpv

d3

)]

, ṫa = 1 −
ta

tw
,

S = s1 + s2
√

εpv, tw =
Ω

ε̇pv

,

Cs =
(

1 − exp
[

−P2(εpv)
α(ta)

n
])

Cm, Ω = ω1 + ω2(εpv)
β.

�`�g¢ � ) �

� �;£���¬�¬�} ��� � }/~��g}/� �g� � � � ����~ � �"��¬�}A� ')� � �A}����C� ~��
σ̇ = � � �
� �W¢��  � ¬����s��}/~
}A~��"}A�;~�� � �

��� � ��}/� ©0� � 0���}���}A�� �J«������ª«"~�}���~��v���¤"�"�$«"} �ª© �����"�h¤"�g� ����}/�
� � ���ª~�«"}A�h��~����v� � ~�� «"}/�
 w}A�� � ����¤"�"������~��v���¤"�"�r~ ���

σ̇

‖ σ̇ ‖ =
ε̇p

‖ ε̇p ‖ = N
�`�g¢ �� ��



� � � � �����*�+#����	 �����+#) "�+#+	��  "��� � �*���*�
	�� 	�� ��¥

�{����~ �J¤"�"«

∫

ε̇pdt = εp
�`�g¢ � � �

¬������ � ��~��v�ª�A}/~���}/� �"«"�����

∫

ε̇pvdt =

√

2

3

∫

‖ ε̇p ‖ dt,

=

√

2

3
‖ εp ‖,

= εvp.

�`�g¢ ��¨��

© � ��~ � �i���"� ε̇pv
��¤��

εp
��}/��}A�v�"�"}=� ��}A��«"}A� � �������h¤"����}/~�� �"� � � � � �~ � ����¬�}/� ')� � �A}����

�/���¬�~��v� ~ ���/¢

� ~�} �&}/� �} Y�"�¦«"~�}�� Y�"�¦«"~�}�«"��}A~�«"~���}A�
��~ � ����¬�}���} ���v�"��}/~��"¤"�"��«"}�� ' .�� �"� 0�}����} ������} �
� /��~����}A� '*��������}=�}A� ��~��"« � ~�}/«"}A��¤"� ~����*����}/¬�¬�}F�g¢ �r���"��}A�"~�¬�«"}A�/¢

��� � � ����D��
����GIH�	O:������ ����H�� � �
	 � D¦E
D�B H�K�H�E

� ¤g� .�/ ��¤"�"�C«"~�} ��}����{~+0�}/��}/���~���¬���¬�}/~��v�h¤"�"� ���2* ����}/� � ��}/� /��~����w� ���&{� `���"� ����}A«"~��"��¤"� �
��}/� Y�"� εp(t = 0) � ¥6� � �"� �F¢�~�� ��� � � «"}/¬�¬

εp(t = 0) ¤g�"« ta(t = 0) ¢ �s� � ~��
��� � ¤"� � }/�� � ������}/� ¤g�"« �������"�h¤"�g� ��Y��}/~�}A� � ����}/��~���¬���¬�� &{¤��������g� ���A¤
��� �v���"«3��¤
����} �
�g}/� � �i���"�$«"~�} �"¬ � ���~ ���v�"}?� }/�"�h¤"�"�&�/¤ ��}/��~��"�7«"}A� ��}A�v�"�h¤"�"�8��¬�}/~��v� � ¤"¬�¬���} ��}A���A�
� }/��«"}/��¢�£*�"� «"~�}�����~��g���~���} � ~���«]}/��}/� `��¬�¬ �{«"~�} &{�g�����"� }���}=�� � 0�}A� ��«"�����s«g~�}���}��/¤
� }/��~��"�?«"}/���{}  � �������~ � ��� ¤g¬�¬~ ���

� ~�} Y�"�.«g~�} ��}/��}/�v�"�h¤"�"�F«"} � � �W� � ��� ~����!� � � «g}/¬�¬ � ��~��g«�«"~ � }/����} '.�������}=�}/� ��� �g� /��}A�¢
� ~�}���} ��~��"«&��¤
��«"}A� & ����~���}A¬ ��� � � �����"��}A����¬ ¢ �S�����g¥ �{}/���� � ��� }/� ¤"�"« ��}/¬���}/� Y�"�
& ¬1� � � � ©0~ .�}A��~�}A��¤"�"��}/�¢�� }/� �&}/���s«"}�� '.������ }A��}/��� Cm

~ ���¦~��]«"~�} ��}A� &{� �~ ��}/¬.�"~��v���



� � � � �����*�+#����	 �����+#) "�+#+	��  "��� � �*���*�
	�� 	�� ���

¥W� εp(t = 0) = 0 ta(t = 0) = 0
���

εp(t = 0) = 0 ta(t = 0) = 0

�.����}/¬�¬�}F�g¢ ¥�� &{� `���"� ����}A«"~��"��¤"�"��}A�

'.�������}=�}/� �&}/��� '*������ }A��}/� �8}A���

P1 18.0 n 1/3

P2(
� 1/3) 3.91 d1

� � '*� � 38.03

α 0.44 d2
� � '*� � 29.94

β 0.68 d3 5.6 ∗ 10−2

ω1 3.60 ∗ 10−5 E � � '*��� 70000

ω2 2.16 ∗ 10−3 ν 0.3

s1
� � '*� � 0.41 ρ( �h� / � 3) 2650

s2
� � '*� � 2.91 ε̇o(

� −1) 2.30 ∗ 10−7

�.����}/¬�¬�} �g¢ ��� '*������ }A��}/� Y�"�w«���� � �6� � ����~���� � � «"}/¬�¬
Y�"�w}/~��g}3& ¬1� � � � ©�~ .�}A��~�}A��¤"�g��}/�

� }/���/}/~��v�"�"}=�W¢ ��~�}A� � ~���« ��� �]«g}/� &{�"�����"��} Cm = 1 ��¤
����}/�����"��}A� ��«�� Cm
«"~�}C©��i���~ �

��¤"�"� ��� � �"�A}/��������~ � � ��� � £���}A��«��i� � � }/�r���  w}A����}=��A¤"�"��}A� ��}A«"}/¤��}A��� � � � ~��
��}A«"}/¤g��}A�

Cm = 1 }/~��"}�© ������~���¤"�g� ��� �I£���}A��«"��� � � }/� ��� � 100% ¢ &{¤
��}/��«g}/� ���~���� Cm
�h¤"�{��¬��

')� � «"¤��h��� ~���«"}/� � � �
��������} P1
��¤� ¢
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� ~�}{� }/~ ��� � }A���"��}/~���}A��} � }A��� � «g}s¬�~��"}W����}/��©0�v���"~�¬�~����i� �������¬+* ��}J�����}/�����g� ���"��~���}/� � ����} �
��~ ��¬�~�}A�ª��� ��~�}A���¦«"�����¤  ��}A~��"}�~������"~ �} ��~�����¬�}�©h� /���¤"�"�?��¤� «�� �¦�{~+0�}/��}/���~���¬���¬�}/~��v�h¤"�"� �"�
� * ���}A�

∂U

∂t
= A(U, t) � ) ¢ ¥ �

�A¤I��}/��}/�I¤g�"«I«"~�}C�/}A~��¬�~��v�"} �)�h� � ~����h¬�¤"�"�O«g~�}���}/�s�A¤I��}=������v���}/��¢��s��� �¦¬�}A~��v�h¤"�"� ���2* �
� �}A� }/����
��¬�� �¦¬�}/~��v�h¤"�"��}A� �A¤"� �¦~��"}A� ����~�� � � ~�}r«"~�} & �"¬�}A~��¤g�"�?«"}��  w}/�����v�"~�}/�"¤"�g� � �
Y}A¬�«"} ����«"~�} �F¬�}/~��v�"��} � ~��v��� ����}/«g~��"��¤g�"��}/� ¤"�"« �¦¬�}/~��v�h¤"�"��}A� �A¤"� � ����}/��~ ��¬ � }/������¬ �}/��¢
� � � ~���« «�� ��� �O��¤
����}/�����"��}/� ��«�� ����«g~�} �F¬�}/~��v�"��} � ~��v��� ��¬+/ ��¤g�"� U0(x, t) Y�"� «"��� ��} ��}A~1�
¬�~���}��{~10�}A��}/����~ ��¬���¬�}A~��v�h¤"�"� ���2* ����}/� Y�"����}/«"}A� � }/~����"¤"�
���r¤"�g«��s� � ��} �i���"���r~�� �W¢�	��
«g~�}{©0�v���g~�¬�~ �����
«"}�� © * � �}A� ���A¤ �"��}/���"����Y}A� � ~���« «"~�} �¦¬�}A~��v�"��} � ~��v������¬ /���¤"�"�C�/¤O}A~��"}A�
� }A~����"¤"�
��� t = t0

«"}��w�{}  � ��������~ � �
���"� � �/}�����} � � ~��.}/~��"}/� ©h� /�� Y¤"�
���~ � � Ūφ �"��}A��¬�����}/� �
¤g�"«�«"}A� � }/~ �}A��}  w}A��¬���¤�
«g}/����}�� � /�� �}/���F¬�}/~��v�"��} � ~��v��� ��¬+/ ��¤g�"� U0 + Ūφ ��}A������v���}=�W¢
� ~�}�©0� /���Y¤"���h��~ � � � � ¬�¬��0¤g� ~������"~ �} ��~�����¬ �h¬�}/~�� ��}A~�� � � � «"��� ¤"� «"~�}��F¬�}/~��v�g��} � ~��v�h� �
¬+/ ��¤g�"�?¬�~��g}W����~���~�}/� � ��}A��«"}A� �i���"�¢ 	��"« � � �h¤"��«�����¬�~��"}W����~���~�}A���} © * ���}A� ��}=�����v�h��}A�
� ~���«¢"�{~�}�©0� /���Y¤g�
���~ � ���"����«"~�}F£ � ���

���
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φ = exp(ωt + ikx), � ) ¢ � �

� � ��}/~ t «g~�} � }A~�� �
x

«"}A� �s��� �
k

«"}A� �8}A¬�¬�}/� � } �h� � �¦¤"�"« ω = ωR + iωI
��~��v�I~�� � }W��¬ �

¤g�"« � ������~�� ������}/~�¬���¤����}/~�¬�}/��¬ ����� ��� � ��}/~�«"}/� � � ����~�� ��� �}A~�¬ ωI
«g~�}C£���} �h¤"}A�"��«"} �{����� �

� � �"~ ���v�"}A� &{���}A~�¬��¦~ ���F¤"�g« ωR
«"~�} &{��`���v�0¤g�"� �������} ~�� �W¢��{���C© * ���}A� � � ¬�¬
«����g�&��¬��

� �v���g~�¬
��}A¬���}/� � � }/�"�8��¬�¬�} �)~���}A� � }/� �} ωR < 0 �"}A�����~ � ��~��"« ¤"�"« � � � ~��¦«g~�}�©0� /���¤"�"�
���
�h¬�~��g���W¢ � ��� ωR = 0 � � ~�� �¦«�����© * � �}/� � }A���������"~�¬ ¢ 	 �"« �h¤"� � }/�"� ωR > 0 � ~���« �
� ~���«?«"~�}�©0� /���¤"�"� ���"��} `���v����¤"�"«ª«�����© * ����}/�¡~�� � ~��
� �v���g~�¬ ¢

� ~�} .�~��"}W����}I©0����"~�¬�~�� ��� ��������¬1* ��}O� ~�� � ~�¬�Y} ��� � ©0� /���Y¤"���h��~ � ������
������A}/�e~ ����~��3«"}A�
& ����~���}A¬ ��� �]��}A����¬�¬���¬
� ������� ����} ���v�"��~�}A��}A�¢

� ¤g�" w}/����
���v����¤"¬�~��v�0¤g�"� � ~���«o�"~�}A� «"~�}?¬�~��"}W����}�©0����"~�¬�~�� ��� ��������¬1* ��} �h¤"������� ¬�~��g}W���"�
}A¬ ��� �~ ���v�"}A� � ����}/��~���¬h«"¤"���v�"��} Y�g�"���/¢��s���*�{~+0�}/��}/���~���¬���¬�}/~��v�h¤"�"� ���2* ����}/� ��}=��A� ��~��v� ��¤
�
«g}/�  w}/�����v�"~�}/�"¤"�g� � �  w}/���/}A����¤g�"� ����}/«g~��"��¤g�"�

ε =
∂u(x, t)

∂x
, � ) ¢ � �

«g}/� � � �g¤"¬����"~�¬����"�

∂σ(x, t)

∂x
= ρü(x, t), � ) ¢ ) �

¤g�"«ª«g}/� � ����}/��~���¬���¬�}/~��v�h¤"�"�

σ = Eε � ) ¢  ��

�A¤
������ }/�¢

� ~�} �¦¬�}/~��v�"��} � ~��v��� ��¬ / ��¤"�"� ū(x, t) � ~���«?� ~��J«"}A� ©0� /�� Y¤"�
���~ � �?�"��}/��¬�����}A���

u(x, t) = ū(x, t) + ǔ(x, t) = ū(x, t) + ûφ(x, t), � ) ¢ � �
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� � ��}/~ φ ~�� �¦¬�}A~��v�h¤"�"� � ) ¢ ���{«"} �"�"~�}A����~�� �W¢��{~�} �*� *0¬ � ����}A~��"}A�"}/��� � ~����0¬�¤"�"��«"}/�C© �"��� �
�h¤"�g� ��~�}/��� � ~�}  � ¬���� ��¤
�

σ(ε, ε̇) = σ(ε̄,˙̄ε) +
∂σ

∂ε

∣

∣

∣

L
ε +

∂σ

∂ε̇

∣

∣

∣

L
ε̇, � ) ¢ ¨��

� � ��}/~¦«"~�}���}/��� } � /��"}A��}A���¦��«"�h¤"�"� � }A�������v�g¬ ������~���� � ¤g��«"}A�¢�©�}A���A�������e�h¤"� «g~�}
�¦¬�}A~��v�"��} � ~��v��������}/«"~��"��¤"�"�r~��O«"~�} �¦¬�}/~��v�h¤"�"��� ) ¢ ¨���}A~���¤"�"«���}/���v���}=�

∂σ

∂ε

∣

∣

∣

L
= E,

∂ε

∂x
= −φ̌k2, � ) ¢ $ �

∂σ

∂ε̇

∣

∣

∣

L
= 0, ρ̈̌u = ρûφω2. � ) ¢ § �

� � }/���
��¬�� �����?�����v��}/~��"~���}A��	 �  � ����¤g�"��}/�

ω2 =
Ek2

ρ
. � ) ¢�¥W� �

�{���s�"}A~����¦«"���"� Y�"�s«g~�}r©0����"~�¬�~�� ��� ��������¬1* ��}����h¤"�s��}/~*�"}/���i�~ � }/� E �i���"�I}/~�� �)~���}A� �
� }/� �J«"} ��© * ���}A� � � � ��~��~ � ��}A��«"}A�¢���}/~ � � ��~���~ � }/� �)¬ ��� �~��A~�� ��� ��� � «"¤"¬ E � }/���
��¬�� ��~��v�
«"��� © * ���}A� ������"~�¬S¢���¤"�w~�� £���¬�¬�} }/~��g}�� � � ��~���~ � � � � � «"¤"¬ � �i���g� �����r�"��}/������¤
�g� ����� �
� � �"~ ���v�"} .�/ ��¤"�"��}A��}A������¬ �}A�¢���}/~�}A~��"}A� �"}A�����~ � }A� � � � � «"¤"¬ � ���v�
� ����}A«"}�©0� /���¤"�"�
�g��}A� ��¬�¬�} �F��}/�"�A}/�¢

����� � :��
	O:/B H��
��:=@�?DF>AH �rK�DFG�:=>=:=K��¦K���D��?DF>�� ��H

� ~�} ��¤�"«g}/� ��� ����"��}/�g}/�"«"}A� ©�}/~ �}A����}����v�g��~�}A��}A� � ��}A���A� ��~��v���h¤"��«�� �*�{~10�}A��}A�h��~ ��¬���¬�}A~1�
�v�h¤"�g� ��� * � �}A� Y�"��«"~�}�}/~��"«"~�� }/����~ � ����¬�}�©h�v���"~�¬�~ �������������¬+* ��} Y�g�{«�����}/~��"«"~���}A�
��~ � ����¬�}
� �6� � ����~���� � � � «"}/¬�¬��¤
� �`�g¢�¥ � � �`�g¢ ��� � �S��¢ � ��¤g�"« �`�g¢ ¥6� � �A¤
���� � }/�
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u̇ = v,

v̇ =
1

ρ

∂σ(ε, εp)

∂x
,

ε̇p = f(ε, εp, ta),

ṫa = g(ε, εp, ta).

� ) ¢�¥�¥ �

� �?«"~�}���}/� �¦¬�}A~��v�h¤"�"��}/� ��~��"« f � g «"~�} � ��� ¬�¤g�~ � �
����¬�}A~��v�h¤"�"��}A� Y�"� ε̇p
¤"�"« ṫa

f(ε, εp, ta) = ε̇o exp
(σ − σd

S
− P1Cs

)

,

g(ε, εp, ta) = 1 −
taf(ε, εp, ta)

Ω(εp)
.

� ) ¢�¥6���

�&}/�g� �h¤"� ū, v̄, ε̄p
¤"�"« t̄a

«"~�} �F¬�}/~��v�"��} � ~��v��� ��¬+/ ��¤g�"�7��}A�/}A~��v�"�"}A� � �i���"� � ���e�/¤"�
©h�v���"~�¬�~ ����������"¬1* ��} «"}/� �¦¬�}A~��v�"��} � ~��v��� ��¬ / ��¤"�"� }/~��"} �h¬�}A~��"}�©h� /���¤"�"� ∆u, ∆v, ∆ε ¤"�g«

∆ta
�g��}A��¬ ����}/��� �

u(x, t) = ū(x, t) + ∆u(x, t) = ū + ǔφ(x, t),

v(x, t) = v̄(x, t) + ∆v(x, t) = v̄ + v̌φ(x, t),

εp(x, t) = ε̄p(x, t) + ∆εp(x, t) = ε̄p + ε̌pφ(x, t),

ta = t̄a(x, t) + ∆ta(x, t) = t̄a + ťaφ(x, t),

� ) ¢�¥W� �

& ¬���©0� /�����
������ � ~���«?«"~�} �8}A¬�¬�}/��Y¤"���h��~ � �
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φ(x, t) = exp(ωt + ikx) � ) ¢�¥ ) �

��}/�h¤g��=�W¢ � � «"}/� ��� ���}A��}A� ��}A��}/�v�g�0¤g�"� � }/��«"}/�O��¤"�v��«g~�}J�"~�}/�w��¤�Y��} Y�"�"� �}A� & �"¬�}A~��¤g� �
��}/�?«"}/� �&}/¬�¬�}/� Y¤"�
���~ � �?��}A� /��~����

φ̇(x, t) = ωφ(x, t),

φ̈(x, t) = ω2φ(x, t),

∂φ

∂x
= ikφ(x, t),

∂2φ

∂x2
= −k2φ(x, t),

� ) ¢�¥6 ��

k ~�� � �"~�}A����}/~�«"~�} �&}/¬�¬�}/�"�/���"¬�¤"�"« ω ¬ � ��� ��~��v� ~�� }/~��"}/� ��}/��¬���}/~�¬ ωR
¤"�"« }A~��"}A� � ������~ �

�
������}/~�¬ ωI
��¤��������¬���}/�¢��s��� ~��.��}����v�g��}/~��g� ωI

«"~�}J£���} �h¤"}A�"��«"} �)������� � �g~����v�g}/��& �h��}/~�¬��
¤g�"« ωR

«"~�} & ��`���v�h¤"�"� �������}���«"}�����}A�  � ���A}/~��v�"}/� �g��}A��©h�v���"~�¬�~ ����� � «"}A� � �����v���"~�¬�~����i�
«g}�� © * ����}/� � }/��� ���v�"}/~�«"}A�/¢ � ~���« ωR > 0 � � � ~���«7«"~�}?©0� /���¤"�g� ���"��} `���v���r¤"�"«7«����
© * � �}A�;~�� �s~��
������"~�¬S¢ ω = 0 ��}/«"}A¤g�}=�F��}=�v��� �v���"~�¬ ¢���¬�}/~��g� ωR

�g~��"��}A��}/� < 0 � � � ~���«
«g~�}�©0� /���¤"�g� ��}/« ��� ���� ¤"�g«ª«�� �{© * � �}A� ��~�¬ �J��¬ � ���v���"~�¬

ω = ωR + iωI .
� ) ¢�¥ � �

�{����~ �J��~�¬�� Y�g�J«"}/�]©0� /������
������
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φ(x, t) = exp(ωRt) exp(i(ωIt + kx)),

= exp(ωRt) exp(ik(ct + x)), c =
ωI

k
,

= exp(ωRt) exp
(2π

λ
i(ct + x)

)

, λ =
2π

k
,

= exp(ωRt) exp(iφ),

� ) ¢�¥6¨��

� � ��}/~ c «"~�} ')������}/�"��}����v� � ~��"«"~�����}/~ �¦«"}A� �&}/¬�¬�}�� λ «g~�} �8}A¬�¬�}/�"¬����"��}¦¤"�g« φ «"}/�3')��� �
��}/� � ~�����}/¬�~ ���W¢

& ¤"�v� «"~�}�© �����g�0¤g�"� σ � ~���« ��¤�Y��}A��}/~�¬�� ~����¦¬�}A~��v�"��} � ~��v��� ��¬ / ��¤"�"� σ̄ ¤g�"«&©0� /������
������

∆σ

σ = σ̄ + ∆σ. � ) ¢ ¥%$ �

	�� «"~�}���} ��� ~+0�}/��}A���~ ��¬���¬�}/~��v�h¤"�g� ��� * � �}A� ¬�~��"}W����~���~�}/��}/�I�A¤ � /��"�"}/� ��}A��«"}A� σ, g ¤"�g«

f ~���}A~��"} �.� *0¬ � ����}/~��"}¦}/��� � ~�����}/¬ �

σ = σ(ε̄, ε̄p) +
∂σ

∂ε

∣

∣

∣ ����� [∆ε] +
∂σ

∂εp

∣

∣

∣ ����� [∆εp] + ...

= σ(ε̄, ε̄p) + E∆ε − E∆εp + ...

� ) ¢�¥W§ �
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f(ε, εp, ta) = f(ε̄, ε̄p, t̄a) +
∂f

∂ε

∣

∣

∣ ����� [∆ε] +
∂f

∂εp

∣

∣

∣ ����� [∆εp] +
∂f

∂ta

∣

∣

∣ ����� [∆ta] + ...

g(ε, εp, ta) = g(ε̄, ε̄p, t̄a) +
∂g

∂ε

∣

∣

∣ ����� [∆ε] +
∂g

∂εp

∣

∣

∣ ����� [∆εp] +
∂g

∂ta

∣

∣

∣ � ��� [∆ta] + ...

� ) ¢ ��� �
� }/~)}/~��"}/� .�~��g}W����~���~�}/��¤"�"� � }/��«g}/� «"~�}#�.}A��� } � /��"}/��}/� �s��«"�h¤"�g� � }A�������v�"¬ ������~����W¢��s�
��}/~w«"}A� ©0����"~�¬�~�� ��� ��������¬1* ��} �h¤"��«"���  w}A������¬ �}A�8«"} �r©0� /�����
������A}�� ��� � � ����}/��} ����}O~������
��}����v�"� ���
��}A� ��~��v� «"~�}  � ¬���}A�"«"}/� �¦¬�}/~��v�h¤"�"��}A� ~�� � }/�)��¤ «"~�}���}A�¢0�{~�} .�~��g}W����~���~�}/��¤"�"�
Y�g�J«"}/��©0� /�����
������ ��� � ∆σ ��~�}/����«����"� � ~�}  � ¬���� ��¤��

∆σ = ∆σ(ε, εp) =
∂σ

∂ε

∣

∣

∣ ����� [∆ε] +
∂σ

∂εp

∣

∣

∣ ����� [∆εp],

= E[∆ε] − E[∆εp].

� ) ¢ �0¥ �

�{����~ �J��~�¬�� Y�g�J«"~�}F¬�~��"}W����~���~�}A���}A���¦¬�}/~��v�"��} � ~��v��� ����}A«"~��"��¤"�"�

v̇ =
1

ρ

∂∆σ

∂x
=

E

ρ

(∂∆ε

∂x
−

∂∆εp

∂x

)

,

=
E

ρ

(

−k2∆u − ik∆εp

)

,

� ) ¢ �����

� � ��}/~���}/���"��� ��~��v����~���� � ¤"��«"}���«������

∆ε = ik∆u, � ) ¢ ��� �
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∂∆ε

∂x
= ǔ

∂2φ

∂x2
= −k2∆u, � ) ¢ � ) �

¤g�"«

∂∆εp

∂x
= ε̌p

∂φ

∂x
= ik∆u � ) ¢ �� ��

��}/¬���}/�¢

� ~�} .�~��"}/����~ ��~�}/��¤g�"��}/� ∆f ¤"�"« ∆g ¬���¤g�}A�

∆ε̇p = ∆f(ε, εp, ta) =
∂f

∂ε

∣

∣

∣ ����� [∆ε] +
∂f

∂εp

∣

∣

∣ ����� [∆εp] +
∂f

∂ta

∣

∣

∣ ����� [∆ta],

= F0[∆ε] + F1[∆εp] + F2[∆ta],

� ) ¢ � � �

¤g�"«

∆ṫa = ∆g(ε, εp, ta) =
∂g

∂ε

∣

∣

∣ ����� [∆ε] +
∂g

∂εp

∣

∣

∣ ����� [∆εp] +
∂g

∂ta

∣

∣

∣ ����� [∆ta],

= G0[∆ε] + G1[∆εp] + G2[∆ta].

� ) ¢ ��¨��

	����}/� ��}A���"��� ��~��v���~���¤"�"� «"}A�s©h� /������
� �i��/}���~�¬�� «����g��Y�"��«���� �{~+0�}/��}/���~���¬���¬�}/~��v�h¤"�"� �"�
� * ���}A�



� � �  � 	��������
	��������������	 ��� � �*�5���-���+�����*�������+� 	 �g¥

∆u̇ = ω∆u = ∆v,

∆v̇ = ω∆v =
E

ρ

(

−k2∆u − ik∆εp

)

,

∆ε̇p = ω∆εp = ikFo∆u + F1∆εp + F2∆ta,

∆ṫa = ω∆ta = ikG0∆u + G1∆εp + G2∆ta.
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−ω 1 0 0

−E
ρ
k −ω − iE

ρ
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ikF 0 0 F 1 − ω F 2

ikG0 0 G1 G2 − ω
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u̇(x, t) = v,

v̇(x, t) =
1

ρ
div (σ(x, t)) ,

ε̇p(x, t) = f(ε, εp, ta),

ṫa = g(ε, εp, ta),

� ) ¢ ��� �

� � «"~�}���}/� �F¬�}/~��v�h¤"�g��}/� ��~��"«
f(ε, εp, ta)

� g(ε, εp, ta)
«"~�} � ��� ¬�¤g��~ � �
����¬�}A~��v�h¤"�"��}/� Y�"�

ε̇p
¤"�"« ṫa

ε̇p(x, t) = f(ε, εp, ta) =
3

2

f(ε, εp, ta)

σv
σ

′,

ṫa = g(ε, εp, ta) = 1 −
taf(ε, εp, ta)

Ω(εp)
.

� ) ¢ ��¥ �

& ¤"�v��~�� «"��}A~�«"~���}A�
��~ � ����¬�}/�O£���¬�¬ � ~���«?«���� �{~10�}A��}/����~ ��¬���¬�}A~��v�h¤"�"� ���2* ����}/� ~����F¬�}/~��v� �
��} � ~��v������¬ /���¤"�"�

ū, v̄, ε̄p
¤"�"« t̄a

�
� � � ~�}C©0� /�����
������
ǔφ, v̌φ, ε̌pφ

¤"�"« ťaφ
�A}/��¬�}/���

u(x, t) = ū(x, t) + ∆u(x, t) = ū + ǔφ(x, t),

v(x, t) = v̄(x, t) + ∆v(x, t) = v̄ + v̌φ(x, t),

εp(x, t) = ε̄p(x, t) + ∆εp(x, t) = ε̄p + ε̌pφ(x, t),

ta = t̄a(x, t) + ∆ta(x, t) = t̄a + ťaφ(x, t).

� ) ¢ �����

� }/�r©0� /�����
������ ~�� � � ~�} ~�� }/~��"«"~���}A�
��~ � ����¬�}/�&£���¬�¬ }/~��g} �&}/¬�¬�}/��Y¤g�
���~ � � φ � ��}A¬��v�"}
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φ(x, t) = exp(ωt + ik · x),

φ̇(x, t) = ωφ(x, t),

φ̈(x, t) = ω2φ(x, t),

∂φ

∂x
= iφ(x, t)k,

∂2φ

∂x2
= −φ(x, t)k ⊗ k,

� ) ¢ ��� �

� ~�}�� }/«"}A¤g�¤"�g� ��� � ωR
~�� �s��¬�}/~��v�0��}/«g}/¤g��}/�"«I� ~�� «"}/�F� }/«"}A¤g�¤"�g�O~��]«"}A�¦}/~��"«"~�� }/� �

��~ � �"��¬�}A� �8}A¬�¬�}A��Y¤"�
����~ � �

ω = ωR + iωI .
� ) ¢ � ) �

� ~�} �&}/¬�¬�}/� Y¤"�
���~ � �O¤"���}A�����v�g}/~�«g}A� ��~��v�?~�� �{��}/~�«"~�� }/�
��~ � �"��¬�}A� �h¤"�J«"¤"���v�ª«"}A� �&}/¬ �
¬�}/� � } ��� � �

k
��� �o«g}/� }/~��"«"~���}A�
��~ � ����¬�}/� �&}/¬�¬�}A�"�W���g¬ k � k

~�������}/��}A��}A�$«"¤"���v�o}/~��"}/�
� ~��v����¤"�"� � � }���� � �

n
«g}/� «"¤"���v���¦¤"��}A¬�� ��� ��«"~��"���}A� ���������}=���~ ��~�}/��� ��}A��«"}A���i���"�

n1 = cos φ sin θ,

n2 = sin φ sin θ,

n3 = cos θ,

� ) ¢ �� ��

¤g�"«ª}A~��"}A����}A������

k =‖ k ‖ n. � ) ¢ � � �
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� ~�}$© �"���"�h¤"�"� � ~���«f}/��}/��`��¬�¬��ª~�� �¦¬�}A~��v�"��} � ~��v��� ��¬ / ��¤"�"� div (σ̄) ¤g�"« ©0� /������
������

div (∆σ) �A}/��¬�}/���

div (σ) = div (σ̄) + div (∆σ) . � ) ¢ ��¨��

� ~�}F�{~ � }/����}/�g�C«"}A� ©0� /�� �}A��� }¦«"}/� © �����"�h¤"�"� ��}A��«"}A��� ~�}  � ¬����J��}/��}/�v�"�"}=�

div (∆σ)i =
∂∆σij

∂xj

∂

∂xj
Cijkl

(

∆εkl − ∆εp
kl

)

,

∂

∂xj
Cijkl

(∂∆uk

∂xl
−

∆εp
kl

∂xj

)

,

Cijkl

( ∂2∆uk

∂xl∂xj
−

∆εp
kl

∂xj

)

,

Cijkl

(

−φǔkklkj − iφkj ε̌
p
kl

)

,

� ) ¢ � $ �
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Aik =
1

ρ
Cijklkjkl,

=
1

ρ

(

λδijδkl + 2Gδijkl

)

kjkl,

=
1

ρ

(

λkikk + 2G1
2
(δikδjl + δilδjk)kjkl

)

,

A =
1

ρ

(

λk ⊗ k + G(k · kI + k ⊗ k)

)

,

=
1

ρ

(

G‖k‖2
I + (λ + G)‖k‖2

n ⊗ n

)

,

� ) ¢ ��§ �

� � }/����~��g� ��~��v� Y�"�J«"}/�]©0� /����}A��� «"}/� �¦¬�}/~��v�"��} � ~��v��� ����}A«"~��"��¤"�"�

1

ρ
div (∆σ) = −A(k)∆u −

i

ρ
C[∆ε′p]k,

= −A(k)∆u −
i2G

ρ
P

2I [∆ε′p]k.

� ) ¢ ) � �

� � ��}A��«"}A�
f , g � ~�}�~�� }A~��"«"~���}A�
��~ � ����¬�}/�r£���¬�¬"~�� }/~��"} �.� *0¬ � ����}/~��"} }/��� � ~�����}/¬ � �g«"����~ �

¬�~��"}/����~ ��~�}/��� � }/��«g}/� �i���"��¢�£*�"� «"}A�]©0� /�����
������ Y�"� ∆f , ∆g ��}/«"}A¤g�}=��«"~�} �

∆ε̇p = ∆f(ε, εp, ta) =
∂f

∂ε

∣

∣

∣ ����� [∆ε] +
∂f

∂εp

∣

∣

∣ ����� [∆εp] +
∂f

∂ta

∣

∣

∣ ����� [∆ta]

= F0[∆ε] + F1[∆εp] + F2[∆ta]
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∆ṫa = ∆g(ε, εp, ta) =
∂g

∂ε

∣

∣

∣ ����� [∆ε] +
∂g

∂εp

∣

∣

∣ ����� [∆εp] +
∂g

∂ta

∣

∣

∣ ����� [∆ta]

= G0[∆ε] + G1[∆εp] + G2[∆ta]

� ) ¢ ) ���

	����}/����}/���v���¤"�g� «"} �{©h� /������
��i��/} � «g}/���{}/�g�0¤g�"�
ε

∆ε =
i

2
(∆u ⊗ k + k ⊗ ∆u) � ) ¢ ) � �

}A����~��g� ��~��v� Y�"�8«����$�{~10�}A��}/����~ ��¬���¬�}A~��v�h¤"�"� ���2* ����}/� «"}/�o©h� /���¤"�"� ~�� ~��"«"~��/~ ���~ ���v�"}A�
©0�v�"��}A~�� ��}A~���}

∆u̇i = ωδik∆uk = δik∆vk,

∆v̇i = ωδik∆vk = −Aik∆uk − i2G
ρ

P 2I
ioklko∆εklp,

∆ε̇p
ij = ωP 2I

ijkl∆εp
kl = i

2
(F 0

ijko∆ukko + F 0
ijokko∆uk) + F 1

ijkl∆εp
kl + F 2

ij∆ta,

∆ṫa = ω∆ta = i
2
(G0

ko∆ukko + G0
okko∆uk) + G1

kl∆εp
kl + G2∆ta.
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−ωδik δik 0ikl 0i

−Aik −ωδik − i2G
ρ

P 2I
ioklko 0i

i
2
(F 0

ijkoko + F 0
ijokko) 0ijk F 1

ijkl − ωP 2I
ijkl F 2

ij

i
2
(G0

koko + G0
okko) 0k G1

kl G2 − ω
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���v��� ��
«g}/� �"� � � � ���~ � ����¬�}/�?© �����"�h¤"�"�����"� � �/} ����}���¤
����}/�h¤g��=� ��}A��«"}A�¢ �F}A�h�������O«�� ��� ����¤����
«"�����

N
«"~�} ��~��v�h��¤"�"� ��� � © �����"�h¤"�g� ��«"} � ~ ��� � � ~����

Nσ
′ =

σ
′

‖σ′‖,
� ) ¢ ) � �

� � � �~�� ���w¤"����}/� «"}/�  � ������¤
����}A���/¤"�g��«"}/� � � � �� � �"~�}�¤"�"«�«"}/� ��}����v�"� ���
�h¤"�"�r��¤� � � �"�
� � � �~ � ����¬�}s© �����g�0¤g�"� ���g� � �A}�����}�«"~�} ��~��v�h��¤"�"� ��� �

εp
¤"�g«

σ
�"��}/��}/~��

N =
σ

′

‖σ′‖ =
εp

‖ εp ‖
. � ) ¢ ) ¨��

£.�"�
F0

}A����~��g� ��~��v�ª� ~���«"~�} ��}/� &{�
������

∂f

∂ε

=
3

2

1

σv
σ

′ ⊗
∂f

∂ε

−
3

2

f

σ2
v

σ
′ ⊗

∂σv

∂ε

+
3

2

f

σv

∂σ
′

∂ε

,

= 3G
( ∂f

∂σv
−

f

σv

)

N ⊗ N + 3G
f

σv
P

2I ,

= f1N ⊗ N + f0P
2I ,
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� � ��}/~

f

ε

=
∂f

∂σv

∂σv

∂ε

= 2G

√

3

2

∂f

∂σv
N,

σv

ε

= 2G

√

3

2
N,

σ′

ε

= 2GP
2I .

� ) ¢ ) § �

F1
¬ � ����� ��~��v� � ~�}  � ¬���� � }A��}A~���`���v�g}/�

∂f

∂εp

=
3

2

1

σv

σ
′ ⊗

∂f

∂εp

−
3

2

f

σ2
v

σ
′ ⊗

∂σv

∂εp

+
3

2

f

σv

∂σ
′

∂εp

,

=
∂f

∂εpv
N ⊗ N + 3G

(

−
∂f

∂σv
+

f

σv

)

N ⊗ N− 3G
f

σv
P

2I ,

= (f2 − f1)N ⊗ N − f0P
2I ,
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∂f

∂εp
=

∂f

∂εpv

∂εpv

∂εp
+

∂f

∂σv

∂σv

∂εp
=
(

√

2

3

∂f

∂εpv
− 2G

√

3

2

∂f

∂σv

)

N,

∂σv

∂εp
= −2G

√

3

2
N,

∂σ′

∂εp
= −2GP

2I .

� ) ¢  0¥ �

	��"«�«"}�� ��}A~��}A��}A��¬ � ����}A����~��v�
F2

∂f

∂ta
=

√

3

2

∂f

∂ta
N, � ) ¢  ����

G0

∂g

∂ε

=
∂g

∂σv

∂σv

∂σ
′

∂σ
′

∂εp
,

=

√

3

2
2G

∂g

∂σv

N,

= f4N,

� ) ¢  �� �

¤g�"«
G1



� � �  � 	��������
	��������������	 ��� � �*�5���-���+�����*�������+� 	 ) �

∂g

∂εp

=
∂g

∂σv

∂σv

∂σ
′

∂σ
′

∂εp

+
∂g

∂εvp

∂εpv

∂εp

,

=

√

3

2

∂g

∂εpv
N −

√

3

2
2G

∂g

∂σv
N,

= (f5 − f4)N,

� ) ¢   ) �

¤g�  � ����}A�¢ 	 ����}/�*«g~�}���}/�  � ������¤
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 � ¬���� � }/��}/~���`���v�"}A�

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

−ωI I 0 0

− 1

ρ
G‖k‖2I + (λ + G)‖k‖2n⊗ n −ωI − i2G

ρ
P
2Ik 0

ik(f1N ⊗ N + f0P
2I ) 0 (f2 − f1)N ⊗ N − f0P

2I − ωP
2I f6N

ikf4N 0 (f5 − f4)N f3 − ω

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

∆uk

∆vk

∆εp
kl

∆ta

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

0

0

0

0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

,

����� �����

� � ��}/~ f0
�"~ � f6
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f0 = 3G
f

σv
, f1 = 3G

(

∂f

∂σv
−

f

σv

)

,

f2 =
∂f

∂εpv
, f3 =

∂g

∂ta
,

f4 = 2G

√

3

2

∂g

∂σv

, f5 =

√

2

3

∂g

∂εpv

,

f6 =

√

3

2

∂f

∂ta
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	�	����������� ����	����������� ��� !"���$# �%���#��&�����'(��)*� +�	&�� ,-/.

�(��+�0�1*�%� ���

� ~�}�.�/ ��¤"�"�O«"} �¦�{~10�}A��}/����~ ��¬���¬�}A~��v�h¤"�"� ���2* ����}/� � Y�"� «"~�}  w}/����¬�}A~��v�
��«"}/�"�h¤"�g� εpv
¤"�"«

«g~�}r����~��"�O�~���} ��}/�  � ¬�����������¬ � �O�/¤"� }A~��"«g~�� }/�
��~ � ����¬�}/� 'w� � �"¬�}/��¢��{~�} ��}&{����}A~��F��} �
���v�"� ���
��� ��~��v�]��¤ 
«"~�} 	����}/����¤"�v�h¤"�g� ��� � �g� � � � ����~ � �"��¬�}A��© �����"�h¤"�g� ���"� � �/} ����}/� ��� �
~ � � ��� � ��}/� � ����}/��~���¬�~�}/�¢�� }/�r© �"���"�h¤"�"� ��«"} � ~���� � � �����"� � ~�}  � ¬�������¤ Y��}A��}/~�¬ � ��}A��«"}A�
�`� /��"¬ ��} �����������

σ
′ =‖ σ

′ ‖ N, �  �¢ ¥ �

� � ��}/~ ‖ σ
′ ‖ «"}/�O� }A������8«g}��?© �"���"�h¤"�"� ��«"} � ~���� � ���

σ
′ ¤"�"«

N
«"~�}���~��v���¤"�"�8«"}��

© �����"�h¤"�"����«"} � ~���� � ��� ~�� �W¢
N

~�� � ��}/��}/��}/��«"¤"���v�

N =

3
∑

α=1

nαeα ⊗ eα. �  �¢ ���

�{����}A~ ��~��"« nα
«"~�}�w~���}/� � }/� �} ¤"�"«

eα
«"~�}�)~���}A� � }���� � ��}A� ��� �

σ
′/ ‖ σ

′ ‖ ¢��{¤"���v�
«g~�} � �
� � � ��}�����~��"~�¬�~����i� ¤"�g« «g~�}�� � ��� ~�}/��¤"�"� }A����}A��}A� ��~��v� «"~�}�� }A��}A�0��}/«g~��"��¤g�"��}/�

n1 +n2 +n3 = 0 ¤g�"« n2
1 +n2

2 +n2
3 = 1 ¢h�{~�} ��}�¬ ������}/��«"~�}	 � ¬���}A�"«"} '*������� }A���~���~�}/��¤"�"�

«g}�� © �����g�0¤g�"� ��«g} � ~ ��� � �����/¤

n1,3 = −
√

6

6
ξ ±

√
2

2

√

1 − ξ2, n2 =

√
6

3
ξ, ξ ∈ [−0.5, +0.5]. �S �¢ � �

£.�"� ξ = −0.5 ��}A«"}/¤��}A�{«�����}/~��"}/�]}A~������v�
��~���}/� � ¤"� � }A����¤"�v� � Y�g� ξ = 0 }A~��"}A� �8��¬�� �
� }/����¤"�v�]¤g�"« Y�g� ξ = 0.5 }/~������v�
��~���}A� �{��¤"����¢

�{���J�/¤O¤"����}/����¤"�v�"}A�"«"} �¦¬�}A~��v�h¤"�"�����2* � �}/� ~��������"� ���"��~�� ��� �?«"}A��© �����"�h¤"�g� �������} σ̇v
�

«g}/� ��}=����� ‖ k ‖ ¤"�g«8«"}A�"� ~��v���¤"�g��«"} � �&}/¬�¬�}/� � } ��� � ���
k
� � }/¬��v�g} «"¤"���v� �¦¤"��}A¬1�

� ��� ��«"~������}A�I��~ � ��~�¬ Y}C«"}/� � ~��
��}A¬ φ ∈ [0, 2π] ¤"�g« ϑ ∈ [0, π] ��} ���v�"��~�}/��}/� � }/��«g}/�
�i���g�¢ &{¬�¬�}F���g«"}/��}/��'*��������}=�}A�	��}A��«"}A�I��¬�� � � �
� �v�����{���"��}A� � � ��}A�¢
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� '�� ��(�%� ������� � ������ 	� ��� . � ��#�
 ����0��� �	�+�' �%� ���

£.�"�s��}A~��"} � ¤"� �J�g� �F¢��{��¤"���h��}A¬ ��� �¤"�g�ª��~�¬�� Y�"� ξ = −0.5 �"� �F¢ ξ = 0.5 ¢��}=�����v�h��}A�
�����7«"~�} ��} � }/~�¬�~���}/� � ~��v���¤"�g��}/�o«"}/�r� }/¬ � ���¤g�"��}/� � � � �/}A~���� ��~��v� �)«�� ���r«"~�} � ¤g����} �
¬�������¤"�"�]~��

e1
¤"�"«$«"~�} �{��¤g���0��}/¬�������¤"�"� ~��

e3
� ~��v���¤"�g�I��}/���W¢
�.�����
�� � ��� ~�}/� �������

«"����© * ����}/� «����g~��"��}A�"}/�g« ��«���������}/~�«"}F��}/���
���g��¤"�v�h¤"�"��}/�]~��
e3
� ~��v���¤"�g� � }/��¬ ��¤�Y}A� �

� � ¬ ������� ��~��v��«"~�} � � � �� � �"~�}/��}/«"~��"��¤"�"� «"���"~��g��}/�"}A�"«��/¤"�  w}A��}/~���`���v�h¤"�"�r�h¤g���/}/� ��«"�����
«g~�}3�w~���}/� � }/� ���}A������v���¤"�g� ¤g�����"� ���"��~�� ��� � φ ~ ���W¢ φ � ~���«��/¤"� ��}A~���}/��}A�?��}/��}/�v�"�h¤"�g�

φ = 0 ��}���}A��=�W¢ � � & �"�"~�¬�«"¤"�"�  �¢ ¥�¥�~�����«"}A� ������~�����¬�} ��}/��¬���}/~�¬«"}/�3�)~���}A� ��}A���}C}/~��"}/�
� ¤g����}/���
���"��¤"�v�h¤"�g�ª�"��}/�{«"}/� � }A~��s¤g�"« «"}/� � ~��
��}/¬ ϑ ��¤�Y��}=������}/�¢ � � «"}/� &{�g�"~�¬ �
«g¤"�"��}A�7 �¢ ¥�¥r~�� � ϑ ~��&� � ��}/~�¬�} «"~ ���h��}=�~���~�}A��� � � ��«"}A� ����¬�� � ~�� 5 �¦���«&©��v�g��~����}A�¢ � �
�A}/~���� ��~��v� �.«�� ��� � � ��~��~ � } ����}/}A¬�¬�}�)~���}/� ��}A����} �h¤"��~�� ϑ = 0, π � ��~��v�h��¤"�"����¤�����}A��}/� �
¤g�"«]� ����� ��� ¬�¬ � � � � }/��~�«"}/����~����v��¢��s���"}/� � }/��«"}/� «"~�}  � ¬���}/�g«"}/�I�{����� �}/¬�¬�¤"�g��}/����~��v�
~���� }/�F��¤�J«���� � ~�����}/¬ ������� (0, 0) ��}/�A~�}/�g}/�¢ &{¤
��}/��«g}/� � ~���«8��¤
� &{�"�g~�¬�«g¤"�"�� �¢�¥6�
}A����~��v���¬�~��v� ��«�������«"~�} �)����}A�"�"~�����} Y�"�C«"~�} �)~���}A� � }/� �v���"��¬+* ��} ��� ¬�¬�� � ��� }/�&¤"�����"�
��� �
��~�� ��� � «"}/�F� }W���
���"��¤g�v�0¤g�"� ������ � ¤"� � «g}/�¦�{��¤"��� ��~��"« � � � «������¦~��  � ¬���}A�"«"}A�]�"~��v���
� }/�g�s� � ~ ���v�"}A� � ¤"�?¤"�"« �{��¤"���I¤"���}A�����v�"~�}A«"}/� � ~���«¢-&{¤
��}/��«g}/� ~�� �F��¤ 0 ��¬�¬�~�����«"�����
��}{��� / ��}/� ‖ k ‖ ��«"}�� � � ��� /���}/�J��¤"�v�?«"~�}s������~�����¬�}/� �h��}A}/¬�¬�}/� �)~���}/� � }/����} � &{�g�¢  0¢�¥�� �=¢
� }/~0«"}/�*��}A������v���¤g�"�¦«"}/�*��¤�	�)~����.� � ��� ~�}/� �}A���)~���}A� ��}A���}�~���� }/�/¤g�s�/¤ «"}A�*}A��}A��`��¬�¬ �
��¤� �)~��
�w� � ��� ~�}A����} �"¬ ��� �~ ���v�"}A�  w}A����¬�}/~��v����«"}A�"�h¤"�"� εpv

�g� �F¢h«"}/� ����~��"�¦�~���} ta
¬ �������

��~��v� � ~�}/«"}A��¤"� }/����}A�"�"}/� ��«�������«"~�}s© �"���g�"��}s~�� «"}/� � � ��~��~ � }A� �)~���}A� � }/� �}A�O��~ ��«"}A�
 w}A��¬���¤� «"}/�C© �g���"�"��}�«"}A� �"¬ ��� �~ ���v�"}A�  w}A����¬�}/~��v����«"}A�"�h¤"�"���"� �F¢�«"}A�C����~��"� ��~�� }���}/~
��}/�"� �0¬�}/~��"}/� ‖ k ‖ �g��}A��}/~��
����~�� ��}A�¢��{~�} ��}/� � 0�}���� � ~���« ��}/~g��� / ��}A� � }/��«"}/�"«g}/� ‖ k ‖
¤g�"��}/�"��¤"}/�A¢

������� � � +�	�!�� �+���'������ 0�1�� ���

£.�"�C«g~�}r¬�~��"}W����}�©0�v���g~�¬�~ ����������"��¬+* ��} ��}/~w}A~��"}A� �8��¬��A��}/���
���"��¤"�v�h¤"�g�I}/����~��g� ��~��v� }/~��"}
& �"� ���g��~�� ��}/~ � ��� � φ ¢0£*�"� φ = 0 ¤"�"« φ = π ��~���� } � � � ��~��~ � } ����}/}A¬�¬�} �w~���}/� � }/� �}�¢��{}A�
�A}/~ �¬�~��v�"}  w}/��¬���¤�w«"}A� �)~���}A� ��}A���} ��� � φ = 0 ¤"�"« φ = π ~ ���s����}A�{~�«"}/���~ ���v� � � � «������
�g~�}/� � ~�}/«g}/����} �"� ����}/���v�i�~ � �0¤g� Y�g� φ = 0 «"~�} � }/~ �}A��} ©0�v���"~�¬�~����i� �������¬+* ��}*«"¤"���v�"��} Y�"�"���
� ~���«¢�©0��}/¬�¬ �*�������h¤"� � ~�}/«"}A�
«"~�} � � ��~���~ � }A� �i��}/}A¬�¬�}/� �)~���}/� ��}A����}J~���& �"� ���"��~�� ��}/~�� ��� �
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& �"�"~�¬�«"¤"�g�� �¢�¥�¥�� � � �g~�� ��¬�}"� }W��¬��}A~�¬�}�«"}A� �)~���}/� � }/����}r�"��}A�¦«"}/� � }A~�� t ¤"�"« �"��}/� ϑ
«"������} ����}/¬�¬ � � σ̇ = 0.1

� '*��� ��� � ��}/� ���"� �F¢ σ̇ = 1.0
� '.� � ���Y¤"���}/� ���`£*�"� ϑ ��~�¬��C«"~�}

��}/~�¬�¤"�g� π/36 �

«g}/� � }A~�� t ¤"�"« «"}/� � ~��
��}/¬ ϑ «"����� � ~�}�~�� &{�"�"~�¬�«"¤g�"�  �¢ ¥�¨ �h¤"�g« ��}/���v���}=�	� ~�}A«"}/��¤"�
«g~�} �.}A~�¬�¤g�"� ��� � ϑ = n ∗ π/36 � � � �i���"�8� ���&}/����}/�g�"}/� �*«������C�h¤"� Y�"� n = 9 ¤"�"«

n = 27 � ��¬ � � 45◦ ¤"�"« 135◦ � � ��~ �~ � }��w��}/}/¬�¬�}��)~���}A� � }/� �}]} ��~�����~�}A��}/��¢ � }/� �A}/~���¬�~��v�"}
 w}A��¬���¤�¦«"}A� �)~���}A� ��}A���}�Y�"� φ = π/4 ¤"�"« φ = 3π/4 ¤"���}A�����v�"}/~�«"}A� ��~��v� ��}/« � �v�
� ~�}/«"}A��¤"� �"~��v����� � � «����?«"~�}  � ¬���}/�"«"}A� &{¤
� ��}A���¤g�"��}/�&��}A�/�"��¬�~��v�I«g}�� � ~��
��}/¬ ��������}��

(0, π/4) }A�� � ¬���}/��¢
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